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Schattengrenzen krummer Fla¨chen –
Linearer Zugang zur Involution konjugierter
Tangenten in Punkten von Schiebfla¨chen
Rastavnice oblih ploha - linearni pristup involuciji
konjugiranih tangenata u tocˇkama kliznih ploha
SAZˇETAK
U cˇasopisu KoG•6 dana je konstrukcija tangenata rastav-
nice oblih ploha metodom ploha pratilica i njena primjena
na rotacijske i zavojne plohe. U ovom radu ta se metoda
prosˇiruje i na klizne plohe. U onim tocˇkama plohe za koje
su poznate zakrivljenosti samo dviju konjugiranih tangena-
ta postignuta je ogranicˇena linearna konstrukcija involucije
konjugiranih tangenata plohe. Na kraju rada razmatra se
kruzˇno raslojena zavojna ploha kao klizna ploha, cˇime se
postiˇzu daljnje elegantne konstrukcije tangenata. Opisani
su i posebni slucˇajevi ove metode pri centralnoj rasvjeti.
Daljnje pojedinosti o ovoj temi opisane su u [4].
Kljucˇne rijecˇi: Dupinova indikatrisa, oble plohe, pravcˇaste
plohe, sjene
Shade Lines of Curved Surfaces - Linear Ap-
proach to Involution of Conjugate Tangents at
Points of Translation Surfaces
ABSTRACT
In KoG•6 we introduced a global approach to the tangents
of the shade lines of curved surfaces. The constructions
are made by using an accompanying ruled surface along
the shade line. In this paper the method is expanded to
translation surfaces. In that way we get a linear access to
the involution of conjugate tangents in those points of a
surface where the curvature at two conjugate tangents is
given. At the end of the paper a helical surface with cir-
cular cross section is handled as translation surface, which
leads to additional elegant constructions for the tangents
of its shade line. For more details on the general subject
see [4].
Key words: curved surface, Dupin-indicatrix, ruled sur-
face, shades and shadows
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1 Kreisschiebfla¨che
Zu jedem allgemeinen Fla¨chenpunkt P einer Schiebfla¨che
Φ kann eine in P oskulierende Kreisschiebfla¨che festge-
legt werden, deren Schiebkurven die Kru¨mmungskreise
der Schiebkurven von Φ in P sind. Wir ko¨nnen uns deshalb
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Bevor wir allerdings die Kreisschiebfla¨che unter allgemei-
ner Parallelbeleuchtung betrachten, schicken wir eine Um-
risskonstruktion in spezieller Lage voraus. An der entspre-
chenden Kontur kann die Herangehensweise na¨mlich in
vereinfachter Form entwickelt werden.
Wir untersuchen eine Kreisschiebfla¨che Φ in zwei gepaar-
ten Normalrissen, die in vertrauter Form Grund- und Auf-
riss heißen sollen (Abb. 1). Im Grundriss sei die Sym-
metrieebene µ von Φ Hauptebene und keine der Schieb-
kreisebenen sei zum Aufriss parallel oder normal. Um
mo¨glichst allgemeine Aussagen zu erhalten, nehmen wir
an, Profil- und Leitkreis sind verschieden groß und liegen
nicht in zueinander orthogonalen Ebenen.
Die Mittelpunkte der Schiebkreise einer Kreisschiebfla¨che
Φ erfu¨llen zwei zu den Schiebkreisen schiebungsgleiche
Mittenkreise b0 und c0. Der gemeinsame Mittelpunkt von
b0 und c0 ist der Mittelpunkt Z von Φ (Abb. 2; die Fla¨che
ist nur zur Ha¨lfte dargestellt). Jeder Fla¨chenpunkt P von Φ










































Betrachten wir den Umriss u′′ von Φ. Jeder Umrisspunkt
U′′ ∈ u′′ ist dadurch gekennzeichnet, dass in U′′ die Tan-
gentialebene projizierend ist, die Aufrissbilder tb′′ und tc′′
der Schiebtangenten also zusammenfallen. Das heißt au-
ßerdem, dass in den Mittelpunkten Mb und Mc der Schieb-
kreise b und c durch U die Aufrissbilder der Tangenten an
die Mittenkreise c0 und b0 zueinander parallel sind.
Indem solche Mittelpunkte Mb und Mc gepaart werden, bei
denen die Tangenten an c0 und b0 im Aufriss parallel er-
scheinen, ko¨nnen u¨ber Parallelogramme McUMbZ weite-
re Punkte U der Aufrisskontur u gefunden werden. Eine
alternative Umrisskonstruktion auf Basis der Begleitregel-
fla¨chenmethode wird in [4] angegeben.
Begleitregelfla¨che der Kreisschiebfla¨che bei Projektion
parallel zur Symmetrieebene
Wir beno¨tigen nun eine konstruktiv verwertbare Begleitre-
gelfla¨che der Kontur u. Die Normalenfla¨che erweist sich
dabei als ungeeignet, weil sie abgesehen von einer Richt-
ebene keine einfachen Leitelemente besitzt. Statt dessen
fassen wir die Durchmessergeraden einer Schiebkreisschar
ins Auge. Zwei einfache Leitelemente der entsprechen-
den Regelfla¨che ko¨nnen sofort angegeben werden: Der zur
Schiebkreisschar geho¨rende Mittenkreis und die Ferngera-
de der Schiebkreisebenen. In der Symmetrieebene µ von
Φ finden wir - nach eingehender Betrachtung der soeben
durchgefu¨hrten Punktkonstruktion - das dritte Leitelement
(Abb. 2):
Die Fla¨chennormale n im Konturpunkt U ∈ u spannt mit
den Durchmessergeraden nb und nc der Schiebkurven b
und c durch U zwei Ebenen α und β auf. Die Drehachsen
von b und c sind zum Grundriss parallel und schneiden n
in den Normalkru¨mmungsmitten Kb bzw. Kc zu tb bzw. tc.
Die Drehachsen sind mit anderen Worten Hauptlinien von
α bzw. β bezu¨glich des Grundrisses und die Spurgeraden
hα bzw. hβ in µ orthogonal zu nb bzw. nc.
Die Fla¨chennormale n schneidet µ in Sn := hα ∩ hβ. Die
Spurpunkte von nb bzw. nc in µ sollen Sb bzw. Sc heißen.
Weil im Grundriss sowohl die Bilder der Schiebkreise als
auch die Bilder der Fla¨chennormalen jeweils zueinander
parallel bleiben, sind alle Vierecke U′S′bS′nS′c fu¨r verschie-
dene U einander a¨hnlich. Außerdem liegen nb und nc mit Z
in einer Ebene, na¨mlich in der Tra¨gerebene des Parallelo-
gramms McUMbZ. Die Gerade SbSc entha¨lt also stets den
Punkt Z. Nun haben aber, durch ¨Ahnlichkeit aller Vierecke
U′S′bS′nS′c, die Diagonalen [S′b,S′c] zugleich dieselbe Rich-
tung und es folgt
Satz 1 Bei Projektion einer Kreisschiebfla¨che Φ parallel
zu ihrer Symmetrieebene schneiden alle Durchmesserge-
raden der Schiebkreise aus den Konturpunkten die Sym-
metrieebene in einer Gerade q0, die auch die Mitte von Φ
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entha¨lt. Schließen die Projektionsstrahlen mit den Ebenen
einer Schiebkreisschar den Winkel ω ein, so ist ω auch der
Winkel zwischen q0 und den anderen Schiebkreisebenen,

















In der Symmetrieebene µ von Φ bilden also die Durch-
messer der Mittenkreise b0 und c0 mit dem Projektions-
strahl durch Z und der Geraden q0 zwei Strahlenpaare ei-
ner symmetrischen Strahleninvolution. Aus Abb. 3 kann
die Begru¨ndung hierfu¨r elementar-geometrisch abgelesen
werden:
Der Projektionsstrahl s′2 teilt vom Außenwinkel des Drei-
ecks U′S′nS′c in U′ den Winkel ω ab. Wegen der rechten
Winkel zwischen s′2 und n′ sowie c′ und h′β ist auch der
Innenwinkel des Dreiecks U′S′nS′c bei S′n gleich ω. Die
Punkte U′ , S′b, S′n und S′c liegen auf dem Thaleskreis mit
dem Durchmesser [U′,S′n], weshalb der Winkel zwischen
q′0 und b′ in S′b ebenfalls gleich ω sein muss (Peripherie-
winkelsatz). Bemerkenswert ist noch, dass Vera¨nderungen
an der Gro¨ße der Schiebkreise ohne Einfluss auf die Lage
von q0 bleiben.
Wir fassen zusammen: Die Durchmessergeraden einer
Schar von Schiebkreisen der Kreisschiebfla¨che Φ la¨ngs der
Kontur u von Φ erzeugen eine Begleitregelfla¨che, die zur
Konstruktion von Tangenten an u herangezogen werden
kann. Wegen der Gleichwertigkeit der Schiebkreisscharen
kann sowohl die eine als auch die andere Schiebkreisschar
betrachtet werden. Es existieren folglich zwei geeignete
Begleitregelfla¨chen la¨ngs u. Entscheidet man sich fu¨r die
Durchmessergeraden nb der Profilkreise b, so wird die Be-
gleitregelfla¨che Ψb durch folgende drei Elemente festge-
legt: Leitkreis ist der Mittenkreis c0 der Profilkreise, Leit-
geraden sind die Spurgerade q0 in µ sowie die Ferngerade
der Profilkreisebenen.
Folglich ist die Begleitregelfla¨che der Kreisschiebfla¨che Φ
bei Projektion parallel zu µ - wie die Begleitregelfla¨che des
Torus bei Parallelbeleuchtung - eine Netzfla¨che von vier-
tem Grad und siebter STURMscher Art.
Tangenten der Kontur bei Projektion parallel zur Sym-
metrieebene
In einem allgemeinen Punkt U der Kontur u einer Kreis-
schiebfla¨che Φ soll die Tangente t an u konstruiert wer-
den (Abb. 4). Die Durchmessergerade nc des Schiebkrei-
ses c durch U ist eine Erzeugende der Begleitregelfla¨che
Ψc von Φ. Die gesuchte Tangente t ist die Schnittgerade
der Tangentialebenen τ von Φ und σ von Ψc in U. Wir ver-





































Zuerst beno¨tigt man die Spuren der drei bekannten Tan-
gentialebenen von nc in τ. Die Spur s∞ der asymptotischen
Ebene fa¨llt in die Schiebtangente tc. Die Tangentialebene
σM von Ψc im Mittelpunkt Mc von c wird durch nc und die
Tangente an den Leitkreis b0 aufgespannt. Die Spur von
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σM in τ ist die Schiebtangente tb des zweiten Schiebkreises
b durch U. Um die Spur s0 der von Leitgerade q0 und nc
aufgespannten Tangentialebene σ0 zu konstruieren, kann
die Hauptgerade hτ von τ in der Symmetrieebene µ benutzt
werden. Der Schnittpunkt C := hτ∩q0 ist ein Punkt von s0.
Der Beru¨hrpunkt der asymptotischen Ebene ist der Fern-
punkt von nc. Damit la¨uft die Konstruktion auf eine
Teilverha¨ltnisu¨bertragung hinaus. Eine Hilfsgerade g∗||s∞
(U ∈ g∗) in τ schneidet s0 in S∗c und tc in M∗c . Der Schnitt-
punkt X der Strahlen ScS∗c und McM∗c ist ein Punkt der
gesuchten Tangente t.
Lineare Festlegung konjugierter Fla¨chentangenten
Auf der grundrissprojizierenden Symmetrieachse z von Φ
liegen insgesamt vier Punkte von u, ihre Grundrisse sind
Wendepunkte von u′ und ihre Tangentialebenen grundriss-
parallel. Wir greifen den elliptischen Punkt W ∈ z heraus
und verallgemeinern den linearen Zugang zur Involution
der Fla¨chentangenten in W.
In W stimmt (wie bei den drei anderen Punkten) die
Fla¨chennormale mit z und den Durchmessergeraden nb
bzw. nc der Schiebkreise b bzw. c durch W u¨berein
(Abb. 5). Die Schiebkreise geben also direkt die Normal-
kru¨mmungen zu den Schiebtangenten tb bzw. tc in W an.
Zugleich ist z die gemeinsame Doppelerzeugende der Be-






















Fu¨r die Konstruktion der Tangente t an u in W soll erneut
die Begleitregelfla¨che Ψc benutzt werden. Alle Tangential-
ebenen von Ψc la¨ngs der Doppelerzeugenden z sind grund-
rissprojizierend. Die Tangentialebene σM im Mittelpunkt
Mc von c ist die Leitkreisebene und schneidet τ in tb. Die
Spur der asymptotischen Ebene ist tc und das Bild s′0 der
Spur von σ0 durch die Leitgerade q0 fa¨llt im Grundriss in
q′0. Die Strecke WMc entspricht dem Radius rc des Schieb-
kreises c und die Strecke McZ (mit Z := z∩q0) dem Radius
rb von b0.
Auf einer zu tc parallelen Hilfsgeraden g∗ ∈ τ ko¨nnen
zur ¨Ubertragung des Teilverha¨ltnisses WMc : McZ beide
Strecken eingepasst werden, wozu man bequem den Radi-
us von b0 auf t′c drehen kann und dort die um Mc grund-
rissparallel gedrehte Doppelerzeugende (z) mit den Punk-
ten (W), (Mc) = W′ und (Z) benennt. Verschiebt man (W),
(Mc) und (Z) la¨ngs b′0, bis (Z) in Z∗ auf q′0 liegt, so geho¨rt
der aus (W) verschobene Punkt W∗ ∈ g∗ der gesuchten
Tangente t von u an.
Im hyperbolischen Punkt von c auf z verfa¨hrt man analog.
Beim Paralleldrehen von z muss allerdings beru¨cksichtigt


























Weil zu jedem elliptischen oder hyperbolischen Punkt P ei-
ner krummen Fla¨che, deren lokale Kru¨mmung in P durch
zwei konjugierte Fla¨chentangenten t1 und t2 sowie die zu-
geho¨rigen Normalkru¨mmungsradien r1 und r2 gegeben ist,
immer eine in P oskulierende Kreisschiebfla¨che gefunden
werden kann, deren Symmetrieachse z der Fla¨chennormale
in P entspricht, kann gefolgert werden (Abb. 6, Normalriss
eines Punktes mit projizierender Fla¨chennormale):
Satz 2 Ist in einem elliptischen Punkt P einer krummen
Fla¨che mit der Tangentialebene τ ein Paar konjugierter
Fla¨chentangenten t1 und t2 mit den zugeho¨rigen Normal-
kru¨mmungen 1/r1 und 1/r2 gegeben und bilden außerdem
t1 und t2 sowie eine weitere Fla¨chentangente t3 gepaart
6
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mit einer Hilfsgeraden a eine symmetrische Strahlenin-
volution, dann schneiden a, t2 und die zu t3 konjugierte
Fla¨chentangente t4 (in dieser Folge) aus einer zu t1 paral-
lelen Geraden g∗ ⊂ τ (P ∈ g∗) zwei Strecken im Verha¨ltnis
r2 : r1 . Ist P hyperbolisch, schneiden a, t4 und t2 aus g∗
zwei Strecken im Verha¨ltnis |r2− r1| : r1.
Begleitregelfla¨che der Kreisschiebfla¨che bei
allgemeiner Parallelbeleuchtung
Fu¨r die Untersuchung der allgemeinen Parallelbeleuchtung
einer Kreisschiebfla¨che Φ wa¨hlen wir eine Lichtrichtung,
gegeben durch den Lichtpfeil l, die weder zur Symmetrie-
ebene µ von Φ noch zu einer der Schiebkreisebenen par-
allel ist. In der aus dem letzten Abschnitt vertrauten Auf-
stellung in Grund- und Aufriss wird l parallel zum Aufriss
angenommen (Abb. 7). Diese Annahme stellt keine Ein-
schra¨nkung der Allgemeinheit dar, da sie durch einen Sei-
















Obwohl die Eigenschattengrenze e im Aufriss einiger-
maßen verschlungen erscheint, sind auch hier, wie schon
bei der speziellen Kontur, die Grundrissbilder der beiden
Zweige von e in doppelter Hinsicht spiegelaffin la¨ngs der
Schiebkreisebenen von Φ. Auf die Darstellung von Schlag-
schatten wird verzichtet.
Als Begleitregelfla¨che von e betrachten wir erneut eine, die
von Durchmessergeraden einer Schiebkreisschar erzeugt
wird. Wa¨hlen wir die Durchmesser der Leitkreisschar ci,
so bestehen zwei Leitelemente der Begleitregelfla¨che Ψc
aus dem Mittenkreis b0 und der Ferngerade der Leitkrei-
sebenen (Abb. 7). Außerdem wird im Folgenden gezeigt,
dass Ψc die Symmetrieebene µ von Φ nach einer Ellipse






























La¨ngs der Schiebkreise wird Φ von Kreiszylindern beru¨hrt.
Die Zylinderachsen sind Tangenten an den jeweiligen Mit-
tenkreis im Mittelpunkt des betreffenden Schiebkreises
(Abb. 8). Legt man den Radius einer Schiebkreisschar bi
und somit den Mittenkreis b0 fest und variiert die Radi-
en der anderen Schiebkreise ci, so a¨ndern sich die Lagen
der Durchmessergeraden nci durch die Eigenschattengren-
ze e nicht. Das ist einzusehen, wenn der Radius der ci ge-
gen Null geht und Φ nach b0 ausartet. Die Lichtstrahlen
umhu¨llen dann lediglich einen Kreiszylinder durch b0. In
jedem Punkt Mc ∈ b0 existiert eine Fla¨chennormale n0 die-
ses Lichtzylinders. Nimmt man nun fu¨r c einen Radius un-
gleich Null an, so mu¨ssen die Fla¨chennormalen n1, n2 von
Φ in den Punkten P1,P2 := c∩ e zu n0 parallel sein. Die
Normalen n0, n1 und n2 schneiden die Drehachse ac von c.
Somit kann nc als Normalriss von n0 auf die Kreisebene νc
von c gefunden werden.
Alle n0 von b0 sind zur Normalebene ν der Lichtstrah-
len parallel und schneiden die Drehachse ab0 von b0. Sie
erfu¨llen also - wie die Begleitregelfla¨che des Torus - eine
Netzfla¨che vierten Grades und siebter STURMscher Art.
Warum die Spurpunkte Sc der Erzeugenden nc von Ψc in
µ eine Ellipse q0 erfu¨llen, kann anhand der Konstruktion
erkla¨rt werden: Errichtet man im Mittelpunkt Mc von c
die Normalebene ν der Lichtstrahlen, so schneidet diese µ
nach einer Geraden hν und die Tra¨gerebene νc von c nach
einer Geraden sν. Weil fu¨r alle ci die Schnittgeraden sν zu-
einander parallel sind, erfu¨llen die Punkte Bi := sν∩µ eine
zu b0 perspektiv affine Ellipse bµ (Abb. 9).
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Außerdem sind alle Dreiecke B,Sc,S0 mit S0 := n0∩µ ein-
ander a¨hnlich. Daraus folgt, dass alle Sc eine Ellipse q0




































¨Uber die zwei beschriebenen Affinita¨tsbeziehungen kann
jeder Punkt Mc ∈ b0 mit Tangente nach Sc ∈ q0 u¨bertragen
werden. Ein solcherart verknu¨pftes Punktepaare ist immer
genau einer Erzeugenden von Ψczugeordnet. In Abb. 9
wurde diese ¨Uberlegung genutzt, um die Symmetrieach-
se z von Φ und den Durchmesser von b0 in µ auf ein Paar
konjugierter Durchmesser von q0 abzubilden. Einer dieser
Durchmesser ist d0 und zugleich jene Leitgerade, in die q0
ausartet, wenn man den Neigungswinkel der Lichtstrahlen
zur Ebene µ gegen null gehen la¨sst. Unabha¨ngig von der
Richtung der Lichtstrahlen bilden d′0 und l′0 (der Grundriss
eines Lichtstrahls l0 durch Z) sowie b′0 und c′0 eine symme-
trische Strahleninvolution. Wir fassen zusammen:
Satz 3 La¨ngs der Eigenschattengrenze e einer Kreis-
schiebfla¨che Φ unter Parallelbeleuchtung existieren zwei
gleichwertige Begleitregelfla¨chen Ψb und Ψc, deren Er-
zeugenden Durchmessergeraden jeweils einer Schiebkreis-
schar sind. Sie sind von viertem Grad und fu¨nfter
STURMscher Art. Bei Beleuchtung parallel zur Symmetrie-
ebene von Φ entarten die Begleitregelfla¨chen zu Fla¨chen
vierten Grades und siebter STURMscher Art.











Durchmesser d0 von q0 in µ








Allgemeine Tangente der Eigenschattengrenze
Zu einem allgemeinen Punkt P der Eigenschattengren-
ze e einer Kreisschiebfla¨che Φ soll die Tangente t von
e konstruiert werden (Abb. 11). Wir wa¨hlen die Be-
gleitregelfla¨che Ψc, die von Durchmessergeraden der
Schiebkreise ci erzeugt wird, und vervollsta¨ndigen die
Beru¨hrkorrelation la¨ngs der Erzeugenden nc von Ψc in der
Tangentialebene τ von P bezu¨glich P.
Der Schlagschatten Ps in der Symmetrieebene µ ist ein
Punkt der Hauptgeraden hτ von τ in µ. Außerdem ist h′τ
normal zu n0′. Zu n0 gelangt man u¨ber die Normalebene ν
der Lichtrichtung, die den Mittelpunkt Mc des Schiebkrei-
ses c von P entha¨lt. Der Schnittpunkt S0 der Hauptgeraden
hν := ν∩µ mit der Drehachse ab0 des Mittenkreises b0 ist
ein Punkt der Normalen n0 := S0Mc.
Die Tangentialebene σM von Ψc in Mc wird durch nc und
die Tangente tb0 an b0 aufgespannt. Die Spur von σM in τ
ist also die Schiebtangente tb des Schiebkreises b durch P.
Die zweite Schiebtangente tc in P entspricht der Spur s∞
der asymptotischen Ebene σ∞ von nc.
Die Tangentialebene σ0 im Schnittpunkt Sc von nc mit der
Leitellipse q0 ⊂ µ wird von nc und der Tangente tq0 an q0
aufgespannt. Weil q0 u¨ber zwei Affinita¨ten mit den Affi-
nita¨tsachsen h0 (Durchmesser von b0 in µ) bzw. ab0 (Dreh-
achse von b0) aus b0 hervorgeht, kann tq0 folgendermaßen
bestimmt werden:
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Die Tangente tb0 an b0 schneidet h0 in einem Punkt der
Tangente tbµ an die zu b0 affine Ellipse bµ in B ∈ hν,bµ;
gezeichnet wird das im Grundriss nach Paralleldrehen von
b0 nach (b0); tbµ wiederum schneidet ab0 in einem Punkt
von tq0. Die Spur s0 von σ0 in τ entha¨lt den Schnittpunkt C
von tq0 und hτ.
Eine Hilfsgerade g∗||s∞ und g∗ ∈ τ zur ¨Ubertragung des
Teilverha¨ltnisses TV(Sc,Mc,P) kann durch C gezeichnet
werden. Dann ist C′ = S∗c und M∗c := tb ∩ g∗. Der Schnitt-
punkt X’ der Strahlen S′cS∗c
′
:= t′q0 und M′cM∗c
′ ist ein Punkt
von t′.
2 Schichtenkreisschraubfla¨che
Schichtenkreisschraubfla¨chen ko¨nnen als Schiebfla¨chen
erzeugt werden, weil ihre Schichtenkreise eine Schar
schiebungsgleicher Kurven bilden. Die zweite Schar von
Schiebkurven besteht aus zur Mittenlinie schiebungsglei-
chen Schraublinien (vgl. auch [3], S. 144). Somit geho¨rt
die Schichtenkreisschraubfla¨che zwei Fla¨chenklassen an,
weshalb besonders knappe Tangentenkonstruktionen mit
der Begleitregelfla¨chenmethode mo¨glich sind. Außerdem
kann die Schichtenkreisschraubfla¨che als oskulierende
Hilfsfla¨che fu¨r alle Schraubfla¨chen dienen, bei denen der
Querschnitt verfu¨gbar ist.
Wir untersuchen die Eigenschattengrenze e einer Schich-
tenkreisschraubfla¨che Φ in Grund- und Aufriss. Die Rich-
tung paralleler Lichtstrahlen ist durch den Lichtpfeil l ge-
geben (Abb. 12). Die Fla¨chennormalen la¨ngs e schneiden
nach einem bekannten Satz ([8], S. 173 f) die Schrau-
bachsenparallele l0 durch den Drehfluchtpunkt L+ der
Lichtstrahlen. Im Grundriss fallen zu jedem Punkt P von
e die Bilder der Fla¨chennormalen n und der Durchmes-
sergeraden nk des Schichtenkreises k von P zusammen.
Also schneiden die Durchmessergeraden der Schichtkrei-
se la¨ngs e ebenfalls l0.
Wir benutzen die Durchmessergeraden als Erzeugende der
Begleitregelfla¨che Ψ la¨ngs e. Die drei Leitelemente von
Ψ sind dann die Ferngerade der Schichtenkreisebenen, die
Mittenschraublinie m0 sowie die Schraubachsenparallele
l0.
Satz 4 Bei Parallelbeleuchtung ist die Begleitregelfla¨che
der Schichtenkreisschraubfla¨che Φ ein gerades Konoid,
dessen Leitgerade parallel zur Schraubachse durch den
Drehfluchtpunkt der Lichtstrahlen verla¨uft und dessen
Leitkurve die Mittenschraublinie von Φ ist.
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In zwei Fa¨llen ist Ψ eine Wendelfla¨che: einmal wenn die
Leitgerade l0 in die Schraubachse a fa¨llt und zum anderen
wenn l0 die Leitkurve m0 unendlich oft trifft.
Im Punkt P der Eigenschattengrenze e von Φ soll die Tan-
gente t an e konstruiert werden. Wir vervollsta¨ndigen die
Beru¨hrkorrelation la¨ngs nk in der Tangentialebene τ von
P. Die Tangentialebene σM im Mittelpunkt M von k wird
durch nk und die Schraubtangente t0 aufgespannt. Die Spur
tm von σM in τ ist eine Mantellinien des Beru¨hrzylinders
von k und zu t0 parallel. Der Spurpunkt Hm von tm in der
Frontebene µ durch l0 ist ein Punkt der zu l parallelen Spur
hτ von τ in µ. Die Spur s∞ der asymptotischen Ebene von
nk ist waagerecht und fa¨llt in die Schichtenkreistangente
tk.
Die Leitgerade l0 ist die Striktionslinie von Ψ und spannt
mit nk die Zentralebene von nk auf (vgl. [5], S. 71f.). Ihre
Spur in τ ist die Falltangente f durch T := l0 ∩hτ. Zentral-
ebene und asymptotische Ebene sind zueinander orthogo-
nal.
Zur ¨Ubertragung des Teilverha¨ltnisses wird eine Hilfsgera-
de g∗ ⊂ t parallel zu s∞ angenommen. Sie schneidet tm in
M∗ und f in N∗. Der Schnittpunkt X′′ der Geraden N′′N∗′′
und M′′M∗′′ ist ein Punkt der gesuchten Tangente t an
e. Eine Konstruktionslinie la¨sst sich einsparen, wenn g∗
durch T gewa¨hlt wird.
Aus Abb. 12 kann noch jene einfache Konstruktion heraus-
gelesen werden, die auf die Wendetangenten von e′′ fu¨hrt.
Schlussbemerkungen
Die Untersuchung der Schiebfla¨chen zeigt, dass eine kon-
struktiv verwertbare Begleitregelfla¨che nicht immer aus
der Normalenkongruenz der untersuchten Fla¨che Φ her-
ausgescha¨lt werden kann. Fu¨r die Festlegung einer brauch-
baren Begleitregelfla¨che ist vielmehr die kinematische Er-
zeugung von Φ ausschlaggebend. Bei den Schiebfla¨chen,
wie auch im noch ausstehende Teil zur Zentralbeleuch-
tung, fu¨hrt der Lo¨sungsweg fu¨r die Tangentenkonstruktion
u¨ber eine genaue Analyse der Punktkonstruktion.
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